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Abstract 
Hog-Angeloni. C. and W. Metzler. Andrews-Curtis-Operationen und hiihe:e Kommutatoren 
der Relatorengruppe, Journal of Pure and Applied Algebra 75 (1991) 37-45. 
If K’ and L’ are compact. connected polyhedra of the same simple-homotopy type, then they 
can be 3-deformed to standard complexes of presentations with the SMC ~&dtc~r subgroup 
NC F(a,) and an equal number It of defining relators R, resp. S, such That 12,s;’ E N”‘. 
j-1 . . . h holds. it is shown in this pitper that b!l applying further 3-defer-matlons to one of 
the complexes. the quotients can be pushed up in the commutator series tr, become R,S,’ E 
N “I’. This is achieved by extending a method of W. &owning who treated r,resentations of 
perfect groups. The result is part of the authors” study of the Andrews-Curtis-problem. 
1. Das Esgebnis und seine Bedeutung fiir den einfachen Momotopietyp 
Ziel dieser Arbeit ist der Beweis des folgenden Sachverhalts: 
Satz. 9=(a ,,..., a,IR ,,..., R,,> und 2=={a ,,..., a,iS ,,..., S,,) seicrz 
endliche Prlistentationen mit gleicher Relatorengruppe N C_ F(a,) und mit R,S f ’ E 
N' ? Dann l$t sich zu jedem n E &I durch eine Q-Operation arl Y erreichen, da/3 
die transformierten Relatoren ’ RjSi 1 E N’“’ erfiillen. 
Wir erl%utern zun5chsL einige Begriffe und Eezeichnungen: Die Relatoren- 
gruppe N ist der von den Rj bzw. Si in F(ai) erzeugte Norrnaltciler. Zu einer 
Gruppe G ist die nte Kommutatorgruppe G(“) induktiv durch G(“’ := G und 
* Gefiirdert durch einen Projektvertrag der Deutschen Forschungsgemeinschaft. 
’ Wo keine VerwechslunSen zu befiirchten sind. werden wir in dieser Arbeit transformierte 
Relatoren mit demselben Symbol wie vor der Transformation bezeichnen. 
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G (11) := [@l-I), GoI+] erkli&t; Gol) ist enthalten im (n + l)ten Term der Zen- 
tralreihe G(,,+ , , wobei G, , ) := G und G(,,, : = [G, G(,,_, ,]. In Anlehnung an 
Rapaport [ 1 l] verstehen wir unter einer Q-Operation an einer Prasentation 9’ eine 
endliche Kette folgender Operationen: 
Konjugation eines Relators mit einem Wort in der freien 
Gruppe der Erzeugenden; (1) 
freie Transformationen unter den Relatoren. (2) 
Van Q * - Transformationen wollen wir sprechen, wenn zusatzlich 
freie Transformationen der Erzeugenden 
zugelassen sind, und van Q * * - Transformationen, wenn wir iiberdies 
(3) 
Verlangern., d.h. Einfiihren einer neuen Erzeugenden a 
und eines neuen Relators R = a, und (wenn moglich) die 
inverse Transformation (4) 
erlauben. 
Die dem Theorem zugrundeliegende Fragestellung entstammt der Theorie des 
einfachen Homotopietyps. Fur die zu 9 bzw. 9 geklebten (kompakten, 
zweidimensionalen) Standardkomplexe K bzw. L liefern die Voraussetzungen des 
Satzes nsmlich eine Kettenaquivalenz k+ i der universellen uberlagerungskom- 
p!exe. die beziiglich eines kanonischen Fundamentalsystems von Zellen in allen 
Dimensionen durch die Einheitsmatrix gegeben ist: Dies ergibt sich, weil die zu 
einem Kommutator zwischen Re!atoren gehorige 2-Kette verschwindet; jeder 
Summand wird zweimal im gleichen Blatt mit entgegengesetztem Vorzeichen 
aufaddiert. Also hat diese Kettenaquivalenz triviale Whiteheadtorsion (s. [3]) und 
erweist dadurch K und L als einfach homotopieiiqrrivalent. 
Aber such die Umkehrung ist richtig: Sind K’ und L’ kompakte zusam- 
menhangende Polyeder desselben einfachen Hommotopietyps, so gibt es eine 
Folge van Deformationen an K und L-sogar: der Dimension 53-derart, daf3 
anschlieoend die abgelesenen Prasentationen alle Voraussetzungen des Theorems 
erfullen. Fur einen Beweis dieses Sachverhalts verweisen wir auf [5]. Es handelt 
sich also bei der Voraussetzung des Satzes urn eine algebraische Beschreibung des 
einfachen Homotopietyps. Ebenso besitzen die in der Conclusio auftretenden 
Q-Operationen ihr geometrisches Pendant; sie ubersetzen sich in spezielle 
Deformationen der Dimension 13. Alle Q ** -Transformationen wiederum klas- 
sifizieren den eingeschrtinkten einfachen Homo:opietyp eines kompak ten 
zweidimensionalen Polyeders K’, d.h. die Klasse derjenigen zweidimensionalen 
Polycder. die von K’ aus durch Deformationen der Dimension 53 erhalten 
werden konnen. 
Ob man mit Q** -Transformatio:ren sogar R, = Si erreichen kann, oder gleich- 
wert;g: ob der eingeschrankte infache E-;omotopietyp eine echte Einschrankung 
darstellt , ist die verallgemeinerte Andrew-Curtis Vermutung (AC’). Der Spezial- 
fall, ob fur baiancierte Prasentationen der trivialen Gruppe (das entspricht 
K’ -*) nur eine Q** -Klasse vorkommt . wurde 1965 von Andrews und Curtis bei 
der Untersuchung S-dimensionaler regul;irer Umgehungen in [ 11 formuliert 
( Andrew-Curtis Verwumg (AC)). Statt von Q * * -TransformatiQnen sprechen 
wir daher such von Andrews-Curtis Operationem 
Potentielle Hindernisse gegen Q * * -Aquivalenz von Prgsentationen einfach 
homotopie5quivalentc: Komplexe kGnnen mit Hilfe des Theorems in der Kom- 
mutatorreihe von N ‘hochgeschobcn’ werden. Eine Analyse der Terme R,S, I E 
JY(‘*) ftir wachsendes n kijnnte dabei entweder zu Q **-Invarianten fiihren oder 
dazu, da13 die Kommutatorterme schliefilich doch verschwinden ($S;’ E N’“’ = 
{l}, vergl. [6, 031). Ferner zeigt das Resultat dieser Arbeit, wie man fiir eine 
Widerlegung von (AC’) nicht vorgehen darf: 
Wenn man die Rj bzw. Si in einen Quotienten von F(ai) modulo No’). F(“). IV{,,, 
oder F(,,, projiziert’ in der Hoffnung. fiir die Projektion der ‘Vektoren’ 
(R,, - * *, R,,) und (S,, . . . , S,,) leichter auswertbare Invarianten gegeniiber Q- 
Transformationen zu finden, so ist diese Suche zum Scheitern verurteilt. Dies 
Verdikt geht im (AC)-Fall auf Browning zuriick ([2], siehe such unten 4bschnitt 
2, (A)). Die vorliegende Arbeit entstand aus der Idee, zu untersuchen, ob seine 
Beweismethode sich auf die Situation beliebiger einfacher Homotopiegquivalen- 
zen zwischen kompakten, zusammenhtingenden 2-Komplexen verallgzmeinern 
l%t. 
Einen weiteren Test auf Tauglichkeit von Andrews--Curtis Invarianten haben 
wir in [_‘I angegeben: Solche Invarianten dtirfen nicht ‘tiberleben’, wenn muI1 die 
Einpunktvereinigung mit gewissen ‘universellen Stabilisierungskomplcxen’ 
minimaler Eulerscher Charakteristik bildet. Sind K’ und L’ einfach 
homotopiegquivalent, so haben die derart vergriiaerten Komplexe ntimlich sogar 
denselben eingeschrtinkten einfachen Homotopietyp. In [S] findet man such einen 
oberblick iiber weitere Teilresultate zum Andrews-Curtis Problem, siehe such 
[9], [4], sowie die dort zitierte Litera; ur. 
2. Beweis des Theorems 
Im Falle h = 1 folgt mit der Beweismethode des Freiheitssatzes von Magnus [7], 
da8 R, zu S, cder S, * konjugiert ist, so da!3 9 und 9 Q-gquivalent sind. Wir 
kiinnen deshalb im folgenden h > 1 annehmen. 
Induktiv setzen wir RiSi ’ E N(“- ’ ) (n > 1) voraus, so dal3 in der von den a, 
erzeugten freien Gruppe R,ST ’ = Wj gilt, wobei WI Produkt von Kommutatoren 
(n - 1)ter Stufe in Konjugaten der ST’ ist. Wir wahlen nun fiir jedes W, eine” 
solche Darstellung als Kommutatorprodukt aus und bezeichnen diese mit 
’ Wegen F”” 3 IV”” C N,,, , ,, C F,,, . ,, foigl dus dem Theorem sofort die cntsprechende Aussage fiir 
die anderen Quotientierungen. Sie gilt fiir beliebige Quotientierungen in autliisbare Gruppen. 
.’ Verschiedene Darstellungen von W, unterscheiden sich urn Zderztiriifen in den S,. vgl. [8. 121. Durch 
Identittitenmodifikationen kann man, wenn man will. such erzielen. darj alle Konjugatoren keinc 
S,-Symbole mehr enthalten. 
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W,(S,, . . . . S,,). Die Relatoren R, , . . . , R,I haben also die Gestalt 
Aj:S,.Wj(S,,. . . ,S,,) lsjsh. 
(A) In einem ersten Schritt sol1 eine Q-Operation angegeben werden, welche 
die Rj bis auf nte Konzmututoren von N in die fogende Gestalt iiberfiihrt: 
R; : Si l W,(W;‘(l,. . . . 1, Si, 1,. . . , l), . . . , 
W;_‘,(l, . . . , 1, Si. 1,. . . ‘1 l), Si, 
W,~:,(l,. . . , 1, Si, 1,. . . ) l), . . . , 
W,Y’(l, . . . , 1, si. 1,. . . , 1)) , 
Rj: Sj. Wj(S,, . . . , Si_r. 1, S;+l,. . . , Sja) jf i; 
(6) 
hierbei nimmt i einen festen Wert zwis&he;l 1 und h an, wahrend j alle iibrigen 
Werte durchlauft. 
Die transformierten R 4atoren &gl. Fu;Bnote 1) sind als .X:pr%entanten 
.mod A+” 1zu terstehen: Die ‘:t,re Zeile vow I5) z.B. kijnnte rn-lrh schreiben 
Man beach:-_ da8 in (6) Si-Konjugate nur noch in R, vorkommen und dort kein 
S,-Konjugat mit j # i: Ri ist dann Produkt von S,. mit einem (n - 1)ten Kom- 
mutator in Konjugaten von S,? ’ geworden. 
Urn (6) aus (5) zu gewinnen, ersetzen wir zuerst in Ri alle Vorkommnisse van 
Sif ’ mit j # i durch den ‘Gegenfaktor’ WT’ (S, , . . . , S,,) in RT’ . Die zugrun- 
deliegende Q-Transformation ergibt sich z.B. fur ein Vorkommnis von Sj mit 
positivem Exponenten in Ri: S,XS,Z lurch Anmultiplizieren des Inversen von R,, 
konjugiert mit Z- ’ WJ: 
SiXSjZ-) SiXSjZ*(Z--‘Wj(SjWj)-’ l W7’Z) = Si~f’Z. 
Wir erhalten so4 aus (5) 
Ri : L’; l Wi(W_‘(S,, . . * 7 S/,)7 . . . 9 W,‘_‘,(S,q. . . , S,,), Si, 
W;;‘,(S,, * ’ * , S,), * . * 9 W,;‘(s*, * . * , S,,)) , (7) 
Rj:Sj*Wj(S,,*..,S,) j#i. 
In (7) ersetzen wir in Rj ( j # i) alle Vorkommnisse von S,:’ durch deren 
’ Wenn Konjugatoren Symbole Sr’ enthaiten (siehe W3notc 3), kann man such dort die Einset- 
zungen vomehmen. 
Gegenfaktor aus R, : 
R, : Sj* Wj(Sf. l . l 9 S,_f, W;‘(W;‘(Sf. l . l . S/t). l se 3 
w,t’, (S ‘9”‘. S,,),s,. w,-“(S,. l . l * S,). . l . ‘I 
W,~'(S,,....S,,)).S,,,.....S,) j+i. 
und anschlie~end as unterstrichen~ Si gleich noch einmal 
Ri : Si l W,(W,‘(S,. . . . , st8)q . . . . w,-l’,(S,, l . q . s,), s,. 
w,;‘,(s,, . . . , S&), . . l . w,;‘(s,. l * l . S,,)) I 
R, : Sj. Wj(S,, . * . , S;_f, Wi“(M/ ;‘. . . l , W,‘,. 
lVl’ ‘(WY’ 1 l s 9 5 W,‘f 9 Si* W,;'f 9 . * * . rvJyf )3 
‘gc’ t-+1' l * - * W,')J,,,,....S,J j+i. 
(8) 
(9) 
wobei der ~bersichtlichkeit halber die Argumente dcr Wk zum Teil unterdruckt 
wurden. Bis auf rzte Kommutatoren haben aber jetzt die R,. ( j # i) bereits die fur 
(6) gewiinschte Gestalt: Der Ausdruck 
w;‘(w,“, . . . , w,y,, w;‘(w;‘. . * . , w,& St, 
WY’ ,+,, l * l , w,;‘j, w-’ ;+” l - * t W,‘) 
ist (n - l)ter Kommutator in (n - 1)ten Kommutatoren, also (2 l (n - 1))ter 
Kommutator und somit kongruent eins modulo nter Kommutatoren. Durch 
Reprasentantenwechsel fur die Rj erhalten wir daher aus (9): 
R, I Si l W;( W,'(Sf m s m a 7 S/t)T . * l 7 W,L’f(S, 9 * * l q S/z), Si, 
w{;“(s,, .* . , S,,), . . a. w,;‘(s,. ’ * - 7 S,J) (9’1 
Rj:S~*W~(Sf,...~S~_f~l,s~*f,....S,~) jzi’ 
Nun setzen wir zweimal die Ri in Ri ein. Dabei ist Si in R, beim ersten Mal 
durch W,F'(S, , . . . , Si_, , 1, Si, I, . . . , S,t). bei zweimaligem Einsetzen der R, in 
Ri also durch Wi’ (W ;’ , . . . , W,-l’, 1, WIQ’, . . . , W,;' ) zu ersetzen (wobei es 
wiederum auf die Argumente der WA nicht ankommt, wo sie nicht aufgefiihrt 
sind). Aber dieser Term ist erneut kongruent eins modulo nter Kommutatoren, 
so da6 wir bei (9’) insgesamt in R,. die Sj mit j # i durch eins ersetzen kiinnen. 
42 C. Hog-Ayqelotti. W. Met:kr 
Dies fuhrt gerade zu (6). Man beachte, dal3 bei jedem der ubergange 
(5)+ (7)-* (8)+ (W+ (6) ein unterdriicktes Element aus N(“’ wahlweise 
beibehalten oder mittransformiert werden konnte, auf jeden Fall aber in N”‘) 
verbleibt. Das Entsprechende gilt bei den folgenden Abschnitten (B) und (C). 
Der ubergang von (5) zu (6) nennen wir Diagorialiriererz 1’01~ Ri. Er ist eine 
Verallgemeinerung fur den einfachen Homotopietyp eines nicht veroffentlichten 
Resultats von Browning [2], der mit dieser uberlegung nachwies, da13 Prasen- 
tationen einer perfekten Gruppe fur beliebige tr E N Q-aquivalent einer Prasen- 
tation 
( a,. . . . , a~ 1 al l "iCaj)y - -. qa,' w,(aj). i:"g+l(Oj). . . . . wlt(aj)) 
mit w,(aj) E F”‘) sind. 
Browning erhalt gegenuber unserer Situation von Konjugiertenprodukten aus 
N (“I. da13 ein Ausdruck up,{ 1. . . . . 1, a,, 1. . . . . I) E F(“) schon selbst eins ist. 
Nach Diagonalisieren des iten Relators (analoge Operationen zu (5)* (6)) wird 
dieser modulo der rrten Kolnr7zzzraropgrrrppe F(“’ der freien Grzzppe schon kon- 
gruent zur iten Erzeugenden ai, und induktiv 133t sich dies fiir alle i erreichen 
(vgl. such [6. Satz 51, wo ein vercinfachter Schlul3 fur das Aufriicken der wi in der 
Zentralrcihe angegeben is:). 
Fur die Behauptung unseres Theorems ergibt die induktive Anwendung des 
obergangs (5)+ (6) dagegen nur 
Ri:S,4$(Sj) l%j%h. 
Insgesamt unterscheiden sich Rj und Sj nach dem ubergang (5)-, (10) also (bis 
auf rrte Kommutatoren) nur noch urn das Kommutatorprodukt I$(Si> (II - 1)ter 
Stufe. welches allein aus Sj-Konjugaten besteht. 
(B) In einem zweiten Schritt. den wir Schieben azlf der Diagonalen nennen 
wollen. sollen durch Q-Operationen zwei Relatoren Ri und R, aus (10) mod N(“) 
in die Form 
R, : S, - V(S,) . 
R, : S, . 
(11) 
iibergefuhrt werden. Alle ubrige Relatoren van (10) bleiben dabei ungeandert. 
Die Hauptidee hierfur ist, durch Multiplikation von R, an Ri kurzzeitig die 
Gestalt R, : S, ma1 (n - 1)ter Kommutator zu verlassen und dadurch an S, l VJS,) 
aus ( 10) einen zustitzlichen Faktor V,- ’ (S; a S,) zu erzeugen, der beim 
Diagonalisieren von R, zu V,- ‘(S,) wird und somit V,(S,) aufhebt. 
Zur Ausfiihrung dieszr Idee multiplizieren wir zuntichst Ri aus (10) mit einem 
Konjugat von R,: 
R,: S;St-v,(S,)d’,(S,). 
R, : S, - V,(S,) . (12) 
Bis auf rrte Kommutatoren transformiert sich (12) in 
R, : Si l S, l V,(S,) l V,(S,) . 
R, : S, . V,(S,). V;‘(S, . S,) , 
(1% 
denn in R, aus (13) kann man Sj l S, durch den Gegenfaktor VTm’(S,). V,?(S,) aus 
Ri ersetzen. V,-‘(V,T’(S,). V,-‘(S,)) liegt aber in N’“! so da13 wir die gewunschte 
Transformation in umgekehrter Richtung durchgefiihrt haben. 
Nun setzen wir in (13) wieder R, in R, ein 
Ri : St l V,(S, l St) l V,(Si) q 
R, : St - v,(S,) l v;‘(Si - St) , 
und diagonalisieren schliel3lich Ri in dem Paar R,, R,: 
Mit Wi(S,, S,) = V,(Si . S,) l V,(S;) und lV,(S,, S,) = V,(S,). V,-‘(S, * S,) ist gel:% 
(6) in Ri aus (14) S, durch IV’, ‘(Si, 1) = V,-‘(Si) zu crsztzen und S, in R, durch 
eins. Wir erhalten 
Ri : Si . V,(Si . V,-‘(Si)) . I , 
R, : 5, , 
(15) 
was offenbar von der Form ( 11) ist. 
Durch induktive Anwendung auf alle R, mit i Z i (bei festem i) erhalten wir 
modulo N”‘) 
Ri : Si . U(Si) , 
R, : Sj j#i. (16) 
(C) In einem dritten und letzten Schritt mu!3 noch Ri aus (16) modulo N’“’ in 
Si iiberfiihrt werden. Wir werden umgekehrt angeben. wie man das gewiinschte 
Endergebnis 
R,:Si lsjrh (17) 
bei beliebig in A/(“- ‘) vorgegebenem U(S,) zu (16) transformiert. 
Die Hauptidee hierbei ist wie in (B) ein Nebendiagonaltrick. der ebenfalls 
aufier Ri nur ein weiteres R, involviert: 
Zu gegebenem U(Si) bilden wir den Ausdruck o(S,- ’ , S, ), indem jede innerste 
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Kommutatorklammer [ g$g-‘, hS:h-‘1 (S,EE (+-l), g,h Worte in den a, und 
ggf. Symbolen &*‘) durch [gS,-‘g-‘. tlSflz_‘] ersetzt wird. qffenbar gilt 
O(Si. S,) = U(Si) und o( 1, Si) = 1 = o(S,-‘. 1). Insbesondere liegt U(S,-‘, Si) in 
dem von S, erzeugten Normalteiler. R, und R, aus (17) konnen wir daher durch 
eine Q-Transformation in 
R, : S, l O(S,-‘* Si) 9 
R, : S, 
verwandeln. Wir multiplizieren jetzt Ri an R, 
Ri : Si . ir(S;‘, Si) , 
R, : S, . Si . Ij(S,~ ’, Si) 
und ersetzen anschliegend S, in Ri durch den Gegenfaktor aus R,: 
Ri : Si . ir(Si . ir(S,-', Si), Si) , 
Ri : S, . F; . ir(S;‘, si) . 
(18) 
(20) 
Hiervon eliminieren wir den Fakcor Si aus R, durch einmaliges Einsetzen von R,:’ 
und erhalten: 
Ri : Si . ri(Si 8 ir(S,‘, Si), Si) , 
R, : S,. O-‘(Si l ir(S,-‘, Si), Si)’ ir(S,-‘, Si) . 
(21) 
In dem entstandenen Paar R,, R, wird nun R, diagonalisiert: Mit Wi(Si, S,) = 
O(si . ir(S;L, Si), Si) und W,(Si, Sl) = ir-‘(Si l O(S,ii’ , Si), Si) l O(S,’ , Si) ist 
gem33 (6) S, in Ri durch 1 zu ersetzen und Si in R, durch W,: '(1, S,) = 
O-‘(l*O(S,-‘,l),l)=l. Dies fiihrt aber gerade zu Ri:Si=ir(Si*l:Si)=Si* 
u(Si) und R, : S, l O-‘( 1 l O(S,-‘, l), 1). O(S,Y’, 1) = S,, also (16). 
Durch die in (A), (B) und (C) angegebenen Schritte ist insgesamt 
Rj:Sj~Wj(S’,. . . ,S/,) Isjsh (5) 
modulo N(“’ in 
(17) 
iiberfiihrt worden, so da8 nunmehr RjS,1 E IV(“) gilt. Cl 
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